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El objetivo de esta conferencia es aportar 
información para la mejor comprensión del 
proceso de aprendizaje de la demostración en el 
contexto del estudio de las razones 
trigonométricas en un ambiente de geometría 
dinámica. 
P1: ¿Existe continuidad o distancia cognitiva entre 
los procesos de argumentar y demostrar en el 
desarrollo de demostraciones de propiedades de 
las razones trigonométricas? 
 
P2: ¿Se puede adaptar la noción de unidad 
cognitiva para analizar los procesos de desarrollo 
de demostraciones inductivas o empíricas? 
P3: ¿Se puede adaptar el modelo de Pedemonte 
para el análisis de la continuidad estructural y del 
sistema de referencia teniendo en cuenta los tipos 
de demostraciones planteados por Marrades y 
Gutiérrez? 
 
P4: ¿Cuáles son las dificultades que se presentan 
en el estudiante cuando se aproxima al proceso de 
demostración de los conceptos y propiedades de 
las razones trigonométricas en un SGD? 
Unidad de enseñanza 
• Actividad 1. Razones trigonométricas para triángulos 
rectángulos 
• Actividad 2. Razones trigonométricas para ángulos en 
posición normal 
• Actividad 3. Representaciones lineales y visualización de las 
razones trigonométricas 
• Actividad 4. Identidades Pitagóricas 
• Actividad 5. Seno y coseno de la suma de dos ángulos 
• Actividad 6. Seno y coseno de la diferencia de dos ángulos 
 
 
ARGUMENTACIÓN 
es tiene como objetivo se dirige a pertenece a 
una justificación 
racional 
convencer 
una audiencia 
universal 
un campo 
DEMOSTRACIÓN 
validar 
Com nidad 
matemática 
un campo 
teórico 
• Caso particular de argumentación con unas 
características específicas. 
• Proceso que incluye todos los argumentos 
planteados por los estudiantes para explicar, 
verificar, justificar o validar con miras a 
convencerse a si mismo, a otros estudiantes y al 
profesor de la veracidad de una afirmación 
matemática.  
Demostración 
El Modelo de Toulmin 
D: DATOS 
E: ENUNCIADO 
CONCLUSIÓN 
F: INDICADOR  
DE FUERZA 
RP: REFUTACIÓN 
POTENCIAL 
 
Pi: PERMISO DE 
INFERIR 
S: SOPORTE 
•EVIDENCIAS 
•HECHOS 
•INFORMACIONES 
•EJEMPLOS 
•REGLA 
•PRINCIPIO GENERAL 
•VERDADERO 
•PROBABLEMENTE 
  VER ADERO 
•PROBABLE 
•EXCEPCIONES  
•RESTRICCIONES    
¿EN QUÉ CONDICIONES HAY  UNA 
RELACIÓN ENTRE DATOS Y ENUNCIADO? 
¿POR QUÉ EXISTE UNA RELACIÓN 
ENTRE DATOS Y ENUNCIADO? 
Deductiva 
Estructura de la 
argumentación 
Inductiva 
puede ser 
D: A 
Pi: A  B 
E: B 
se caracteriza por 
D: E1, E2,... En  
Pi: Generalización 
sobre los enunciados  
E: Enunciado 
conclusión  
se caracteriza por 
D: E1, E2, E2E3,...  
Pi: Generalización 
sobre el proces  
Formas de Argumentación 
La argumentación puede estar relacionada con 
la conjetura en dos formas (Pedemonte, 2002): 
• La argumentación constructiva contribuye a 
la construcción de una conjetura, precede al 
enunciado. 
• La argumentación estructurante justifica una 
conjetura, previamente construida como un 
hecho, viene después. 
• No son excluyentes. 
• Empirismo Ingenuo Inductivo 
• Experimento Crucial Basado en Ejemplo 
• Experimento Crucial Constructivo 
• Ejemplo Genérico Analítico 
• Ejemplo Genérico Intelectual 
• Experimento Mental Transformativo 
• Experimento Mental Estructurado 
• Deductiva Formal Transformativo 
• Deductiva Formal Esctructurada 
 
 
 
Tipos de Demostración 
D: D1, D2,…,Dn 
 
Generalización 
sobre los datos 
 
E 
EMPIRISMO INGENUO INDUCTIVO 
D: Eg E1, E1,E2, ..., En A  E:B 
 
 
Pi: Generalización de las propiedades matemáticas 
recordadas en el proceso para llegar a A [Eg(A B)]  
  
 
EJEMPLO GENÉRICO INTELECTUAL 
D: Ejemplos, A 
 
Pi: A  C  C  B 
 
E: B 
EXPERIMENTO MENTAL TRANSFORMATIVO 
caracterizada por 
PROPOSICIÓN 
ARGUMENTACIÓN 
CONCEPCIÓN 
CONJETURA 
UNIDAD COGNITIVA 
DEMOSTRACIÓN 
analiza la relación entre  
caracterizada por 
PROPOSICIÓN 
DEMOSTRACIÓN 
TEORÍA C CEPCI  CONCEPCIÓN 
(P, R, L, S) 
caracterizada por 
¿EN QUÉ CONDICIONES HAY  UNA 
RELACIÓN ENTRE DATOS Y ENUNCIADO? 
Modelo de Pedemonte 
D: DATOS 
E: ENUNCIADO  
CONCLUSIÓN 
F: INDICADOR  
DE FUERZA RP: REFUTACIÓN  
POTENCIAL 
Rl: UN OPERADOR DE 
UNA CONCEPCIÓN C 
C = (P, R, L, Σ) 
¿POR QUÉ EL PERMISO DE INFERIR ES PERTINENTE PARA QUIEN ARGUMENTA? 
¿POR QUÉ ES CORECTO? ¿POR QUÉ ES ADECUADO? 
 
 
 
 
 
 
D2: Es necesario que q 
esté el cuadrante III [1] 
R1: a es el ángulo de referencia de q [6] 
R3: MOP = AOB por opuestos  
por el vértice [9] 
Marco perceptivo 

Marco perceptivo 
Esquema global de la argumentación 
 
 
Esquema global de la demostración 
 
 

ARGUMENTACIÓN DEMOSTRACIÓN 
FORMA DE ARGUMENTACIÓN 
Estructurante 
  
ESTRUCTURA DE LA CONJETURA 
Inductiva 
ESTRUCTURA DE LA DEMOSTRACIÓN 
Inductiva 
  TIPO DE DEMOSTRACIÓN 
EGA: Los argumentos están basados en 
propiedades matemáticas visualizadas 
en el ejemplo cuando q está en el tercer 
cuadrante. 
CONTINUIDAD ESTRUCTURAL 
UNIDAD/RUPTURA 
REFERENCIAL 
UNIDAD /RUPTURA 
ESTRUCTRURAL 
UNIDAD/RUPTURA 
COGNITIVA 
1 UNIDAD (R, L,S) CONTINUIDAD INDUCTIVA UNIDAD COGNITIVA 
INDUCTIVA INDUCTIVA EII, EC, EG 
2 RUPTURA (R, L, S) CONTINUIDAD INDUCTIVA RUPTURA COGNITIVA 
INDUCTIVA INDUCTIVA EII, EC, EGA 
3 RUPTURA (R, L, S) 
 
CONTINUIDAD INDUCTIVA RUPTURA COGNITIVA 
INDUCTIVA INDUCTIVA EGI 
4 UNIDAD (R, L, S) RUPTURA RUPTURA COGNITIVA 
INDUCTIVA DF 
5 UNIDAD (R, L, S) CONTINUIDAD DEDUCTIVA UNIDAD COGNITIVA 
DEDUCTIVA DEDUCTIVA EM, DF 

R1: Generalización de los datos y analogía con los 
enunciados de las actividades anteriores [1], [2], [6], [8] 
Marco perceptivo [12] 
[13] Inv.: ¿Cómo demuestran eso? 
[…] 
[17] Cata: Porque es que las dos son cambiantes, no es como en 
el seno, que el radio es constante, y siempre va a ser positivo, 
aquí también puede ser que x sea negativa, por ejemplo, 
entonces la razón da negativa, pero y puede ser positiva. Toca 
hacer dos diferentes. 

[22]  Inv.: No, espérate, con eso es suficiente, ¿sabes por qué? 
[23]  Cata: ¿Por qué? 
[24]  Mabe: Porque si y es -5, y igual va a ser -5, porque -y sería +5, 
porque este menos de afuera, +5, digamos, ah, no, pero. 
[29]  Inv.: … ¿qué relación hay entre las x y las y en cualquier 
cuadrante?  
[30]  Cata: No sé. 
[31]  Inv.: ¿Si tu comparas la x del ángulo A con la x del ángulo –A? 
[32]  Cata: Igual. 
[33]  Mabe: Pero solo cuando están en… 
[34]  Cata: Cuando están en el cuadrante de abajo, cuando están, o 
sea. 
[35]  Mabe: Sólo cuando x y y son positivas, o x y y son negativas es 
que la tangente es positiva. 
[38]  Inv.: ¿Entonces, las x del ángulo A y del ángulo –A, cómo son? 
[39]  Cata: Ah, ya entendí, iguales, siempre. 
Mabe: ¿Por qué? 
[41]  Cata: Porque x se está moviendo sobre el eje x y no sobre el eje y, 
si ve, mira aquí, mira, aquí es menos y menos, y acá es más y más. 
[43]  Cata: En cambio las y no se puede hacer porque las y se hace con 
este y con este, y como no se toma el eje y, sino el eje x. 
[44]  Mabe: Ah sí por lo que la posición normal es con el eje x. 
D1defpc, 
D2ptrig, D3n 
R1genun 
Esquema global de la argumentación 
E1itrig 
Esquema global de la demostración 
D4rsign 
R2leysig 
E2rsig 
D1defpc, 
D2ptrig, D3n 
R3demal 
E1itrig 

ARGUMENTACIÓN DEMOSTRACIÓN 
FORMA DE ARGUMENTACIÓN 
Constructiva 
  
ESTRUCTURA DE LA CONJETURA 
Inductiva 
ESTRUCTURA DE LA DEMOSTRACIÓN 
Inductiva 
  TIPO DE DEMOSTRACIÓN 
EGI: Generalización inductiva de las 
propiedades visualizadas en las 
coordenadas de los ángulos A y –A 
cuando A está en el cuadrante III y IV. 
CONTINUIDAD ESTRUCTURAL 
En algunos casos es necesaria la ruptura cognitiva 
(ruptura referencial o estructural) para lograr que el 
estudiante construya demostraciones deductivas. 
Si el marco de la conjetura es perceptivo numérico, 
y no se logra la ruptura referencial hacia una 
combinación de marcos (geométrico, algebraico, 
analítico, trigonométrico), no es posible la 
construcción de una demostración deductiva. 
Algunas conclusiones 
Si el marco de la conjetura es perceptivo 
geométrico, se puede pasar a una demostración 
deductiva si el marco de la demostración sigue 
siendo geométrico, pero, si el marco es algebraico, 
analítico o trigonométrico, la posibilidad de una 
demostración deductiva es más lejana. 
Si en la construcción de la demostración, el control 
sigue siendo el arrastre o los ejemplos, no es 
posible la construcción de una demostración 
deductiva. 
 
Algunas conclusiones 
Si la ruptura del sistema de referencia se da por las 
continuas intervenciones del profesor dentro de un 
proceso “guiado” y no por refutaciones potenciales 
que invaliden los operadores, la ruptura estructural no 
se logra. 
El planteamiento de conjeturas por analogía (Polya, 
1966) y por generalización de enunciados y 
procedimientos realizados en problemas anteriores, 
no ayuda a la construcción de demostraciones 
deductivas. 
 
Algunas conclusiones 
Si la forma de argumentación es estructurante, existen 
mayores posibilidades de construcción de una 
demostración genérica o deductiva. 
Si la forma de argumentación es constructiva, sin un 
control teórico, existen mayores posibilidades de 
construcción de una demostración empírica. 
Si la forma de argumentación es constructiva, con un 
control teórico, existen mayores posibilidades de 
construcción de una demostración genérica o 
deductiva. 
Algunas conclusiones 
Si se construye una demostración genérica intelectual 
hay más posibilidades de una ruptura estructural que 
conlleve a la construcción de una demostración 
deductiva. 
En el caso de unidad cognitiva deductiva, se corrobora 
la hipótesis de Pedemonte (2005) en el sentido de que 
la unidad cognitiva favorece la construcción de 
demostraciones deductivas. 
 
Algunas conclusiones 
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